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   الأشعة و العمليات عليها - 1

  تعريف الشعاع :

  .و الموجھة باتجاه معین  القطع المستقیمة المحددة بنقطتینھو صف تكافؤ كل 

  تعريف صف التكافؤ :

ሬ⃗ݑ ݒ⃗~ 	
	
⇔	ቐ

ሬ⃗ݑ|	(1 | = 													|ݒ⃗|
ሬ⃗ݑ	تساوي	جھة	ݒ⃗		(2 جھة	
ሬ⃗ݑ		\\		ݒ⃗		(3 																		

   

  

  فضاء شعاعي :  ℝଶالفضاء 

ℝଶ = 	 ሬ⃗ݑ} = ,ݔ) (ݕ ∶ ,ݔ ݕ ∈ ℝ}   

,ଵݔ) (ଵݕ + ,ଶݔ) (ଶݕ 	= 	 ଵݔ) + ,ଶݔ ଵݕ +    (ଶݕ

,ݔ)ߣ (ݕ = ,ݔߣ)    (ݕߣ

ℝ)إن 
ଶ
,   حیث أن : ℝھو فضاء شعاعي على  (∗,+

1 ((ℝ
ଶ
,   زمرة تبدیلیھ . (+

  یحقق : ∗) إن 2

I) 1 ∗ ሬ⃗ݑ =  ሬ⃗ݑ

II) (ߣଵ ∗ ሬ⃗ݑ(ଶߣ = ଶߣ)ଵߣ ∗ ሬ⃗ݑ ) 

III) (ߣଵ + ሬ⃗ݑ(ଶߣ = ሬ⃗ݑଵߣ +   ሬ⃗ݑଶߣ

  

  

ሬ⃗ݑ   
  ݒ⃗

B'(x'1,y'1) 
B(x2,y2) 

A'(x'1,y'1) 
A(x1,y1) 
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  ضرب شعاع بعدد حقيقي : 

,x)ݒ⃗ لیكن y) و λ ∈ ℝ :  

หλห طویلتھ : ھيھو شعاع :  ݒλ⃗  إن الشعاع ∗    |ݒ⃗|

ߣ ݒ⃗ من جھة ݒ  :λ⃗	λ جھتھ : حسب إشارة                                 > 0	 ⇐	  

                                                             λ⃗ߣ ݒ⃗  عكس جھة ݒ < 0	 ⇐  

  

ߣ حالة خاصة : = −1   

,x)ݒ⃗ بالنسبة لـــ y) ٍݒ− عندئذሬሬሬሬሬ⃗ (−x,−y)   

  جمع و طرح الأشعة :

ሬ⃗ݑ لیكن (xଵ, yଵ)  َݒ⃗  و(xଶ, yଶ) ݑ شعاعین فإنሬ⃗ +   : ݒ⃗

  جبرياً :

ሬ⃗ݑ + ݒ⃗ = (xଵ, yଵ) + (xଶ, yଶ) = (xଵ + xଶ, yଵ + yଶ)   

  هندسياً :

  الشكل 

  الطويلة :

|ݒ⃗| = ඥxଶ + yଶ   

  

  تمرين :

ሬሬ⃗ݓ  لیكن (−4,2)	, ,	(5,4)ݒ⃗ ሬ⃗ݑ (2,3)  

ሬ⃗ݑ احسب) 1 −   . و احسب طویلتھ ݒ3⃗

ሬሬ⃗ݓ  مثّل ھندسیاً) 2 −   ሬ⃗ݑ

ሬ⃗ݑ +  ݒ⃗

 ݒ⃗

 ݒ⃗

ሬ⃗ݑ  
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  شعاع الواحدة :

  أنھ شعاع واحدة إذا كانت طویلتھ تساوي الواحد . ⃗݁ نقول عن

  مثال :

ℝفي 
ଶ

ଶሬሬሬ⃗݁لدینا الشعاعین    = ଔ⃗ = (0,1)   ݁ଵሬሬሬ⃗ = ଓ⃗ = (1,0)  

  وھي أشعة واحدة قانونیة .

  ملاحظة :

ℝكل شعاع في 
ଶ

ଵሬሬሬ⃗݁یكتب بدلالة   ,ݔ)ݒ⃗∀ ⇔ ଶሬሬሬ⃗݁	وَ	 (ݕ ∈ ℝ
ଶ
: ,ݔ) (ݕ = ,ݔ) 0) + (0, (ݕ = ଓ⃗ݔ +   ଔ⃗ݕ

  

  : vሬ⃗تعريف شعاع الواحدة باتجاه الشعاع 

⇐لیكن  ,ݔ)ݒ⃗ ௩ሬሬሬ⃗݁إن الشعاع    (ݕ =
௩ሬ⃗
|௩ሬ⃗ |
= ቀ ௫|௩ሬ⃗ | ,

௬
|௩ሬ⃗ |
ቁ : ଵ|௩ሬ⃗ | > 0, |ݒ⃗| = ඥݔଶ +   ھو شعاع واحدة    ଶݕ

  )  ௩ሬሬሬ⃗݁نفسھ حامل  ݒ⃗(حامل  ݒ⃗و اتجاھھ باتجاه 

௩ሬሬሬ⃗݁|لأن    1طویلتھ =  : ௩ሬሬሬ⃗݁إن الشعاع  | = ቚ ଵ|௩ሬ⃗ | ∗ ቚݒ⃗ =
ଵ
|௩ሬ⃗ |
∗ |ݒ⃗| = 1  

ଵلأن   ݒ⃗جھتھ من جھة                    
|௩ሬ⃗ |

  موجب .  

  الجداء السلمي :

  تعريف :

,ଶݔ)ݒ⃗لیكن  ሬ⃗ݑوَ    (ଶݕ ,ଵݔ)   بأنھ المقدار العددي التالي : ݒ⃗وَ  ሬ⃗ݑنعرف الجداء الداخلي لــ   (ଵݕ

.ݒ⃗ ሬ⃗ݑ = ሬ⃗ݑ||ݒ⃗| | ݏ݋ܿ ሬ⃗ݑھي الزاویة بین  ߠ:  ߠ 0،  ݒ⃗	وَ	 ≤ θ <   ߨ2
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  : 2تعريف

ሬ⃗ݑ . ݒ⃗ = ଶݔଵݔ +                                                                      ଶݕଵݕ

  ملاحظات (تحقق منھا) :

ሬ⃗ݑ) 1 . ݒ⃗ = .ݒ⃗   ሬ⃗ݑ

.ߣ)) 2 ሬ⃗ݑ ݒ⃗( = ሬ⃗ݑ .ߣ) (ݒ⃗ = ሬ⃗ݑ)ߣ .   (ݒ⃗

ሬ⃗ݑ) 3 . ݒ⃗) + ሬሬ⃗ݓ ) = ሬ⃗ݑ ݒ⃗ + ሬ⃗ݑ   ሬሬ⃗ݓ

4 (ଓ⃗. ଔ⃗ = .ଓ⃗وَ    0 ଓ⃗ = ଔ.ሬሬ⃗وَ    1 ଔ⃗ = 1  

  

  تعامد شعاعين :

ሬ⃗ݑنقول عن  ߠأنھما متعامدان إذا كانت    ݒ⃗	وَ	 = గ
ଶ

ሬ⃗ݑأي       . ݒ⃗ = ݏ݋ܿ" لأن     0 గ
ଶ
= 0 "  

  أمثلة :

ሬ⃗ݑوَ    (3,2)ݒ⃗) لیكن 1 ሬ⃗ݑ، أوجد  (1,2) .   ݒ⃗

ሬ⃗ݑوَ    (2,1−)ݒ⃗) لیكن 2   متعامدان . ሬ⃗ݑو  ݒ⃗، أثبت أن  (1,2)

  

  الحل :

ሬ⃗ݑ) 1 . ݒ⃗ = (1)(3) + (2)(2) = 3 + 4 = 7  

ሬ⃗ݑ	)  2 . ݒ⃗ = (1)(−2) + (2)(1) = −2 + 2 = 0 ⟸ ⇐ ߠ = గ
ଶ

ሬ⃗ݑ    متعامدان . ݒ⃗	وَ	

  ملاحظة : 

|ݒ⃗| = .ݒ⃗√ ݒ⃗ 		⇔ 		 .ݒ⃗ ݒ⃗ = .|ݒ⃗| .|ݒ⃗| cos ߠ =    ଶ|ݒ⃗|
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  مثال :

  ݕ݋′ݕوَ  ݔ݋ᇱݔمع  ݒ⃗زاویة احسب  (1,1)ݒ⃗لیكن 

  الحل :

.ݒ⃗أي    ݒ⃗	وَ	ଓ⃗ھي الزاویة بین  ݔ݋ᇱݔو  ݒ⃗الزاویة بین  ଓ⃗ = 1 ⇒ 1 = .|ݒ⃗| |ଓ⃗| ݏ݋ܿ ߠ ⇒ ݏ݋ܿ ߠ = ଵ
√ଶ
=

√ଶ
ଶ
⇒ ߠ = గ

ସ
  

ଔ⃗෡	ଓ⃗لكن    = గ
ଶ
	⇒ 	 ଔ⃗෢	ݒ⃗ = గ

ଶ
− గ

ସ
= గ

ସ
  

  : 2مثال

,ݔ)ݒ⃗لیكن    1والذي طولھ =  ݒ⃗احسب الشعاع العمودي على  (ݕ

  الحل :

ሬܰሬ⃗لدینا  ,ݕ−)    ݒ⃗عامودي على  (ݔ

ሬሬ⃗ݓإن  = ேሬሬ⃗

หேሬሬ⃗ ห
= ேሬሬ⃗

|௩ሬ⃗ |
  ھو الشعاع المطلوب . 

  معادلة مستقيم :

,ଵݔ)ܣلتكن  ,ଶݔ)ܤوَ    (ଵݕ ℝنقطتین في  (ଶݕ
ଶ

   ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ، إن معادلة المستقیم الذي شعاع توجیھھ  

ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣبحیث    ܤوَ  ܣأو المستقیم المار بــ  ,ݔ)ܯ((حیث    ሬሬሬሬሬሬ⃗ܣܯ\\   تتحرك على المستقیم )) (ݕ

௫ି௫భ
௬ି௬భ

= ௫మି௫భ
୷మି௬భ

ݕ ⇐  = ቀ௬మି௬భ
௫మି௫భ

ቁ ݔ) − (ଵݔ +   ଵݕ

ݕعادة نكتب :            = ݔ)				݉					 − (଴ݔ +   ଴ݕ

  حالات خاصة : 

ଵݕ	 = :ܦ    ⇐    ଶݕ ݕ =   ଵݕ	

ଵݔ = :ܦ     ⇐    ଶݔ ݔ = 	   ଵݔ

ℝفي حالة 
ଷ :  

,ݔ)ݒ⃗كبعد إضافي و یصبح الشعاع من الشكل :    ሬሬሬሬ⃗ݖ݋یكون لدینا   ,ݕ (ݖ ∶ 	 |ݒ⃗| = ඥݔଶ + ଶݕ +   ଶݖ

,ݔ)ݒ⃗   (ݕ

ሬܰሬ⃗ ,ݕ−)  (ݔ
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  مثال :

  واحسب طویلتھ . (5,1,0)ܲللنقطة ) اكتب شعاع الموضع 1

  . (5,2,3)ܤوَ    (3,2,1)ܣ) اكتب شعاع التوجیھ المعین بــ 2

  . Bوَ  Aالتي تقسم القطعة المحددة بــ  Q) أوجد إحداثیات 3

  الحل :

1 (ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ = 5ଓ⃗ + 1ଔ⃗ − 3ሬ݇⃗ ⇒ หܱܲሬሬሬሬሬ⃗ ห = √25 + 1 + 9 = √35  

ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ) 2 = (2,0,2)  

3 ( ⇒ ൞
ݔ − 3 = ଶ

ଷ
ݕ − 2 = 0
ݖ − 1 = ଶ

ଷ

ൢ ⇒ ൞
ݔ = ଵଵ

ଷ
ݕ = 2
ݖ = ହ

ଷ

ൢ ⇒ ܳ = (ଵଵ
ଷ
, 2, ହ

ଷ
ሬሬሬሬሬ⃗ܳܣ ( = ଵ

ଷ
ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ⇒ ሬሬሬሬሬ⃗ܳܣ = ቀଶ

ଷ
, 0, ଶ

ଷ
ቁ  

  الجداء السلمي :

ሬ⃗ݑلیكن  ,ଵݔ) ,ଵݕ ,ଶݔ)ݒ⃗   وَ  (ଵݖ ,ଶݕ ሬ⃗ݑ مقدار عددي ⇐  (ଶݖ ∗ ሬ⃗ݑ	 =  

ሬ⃗ݑ ∗ ݒ⃗ = ൝
ሬ⃗ݑ| | ∗ |ݒ⃗| ∗ ݏ݋ܿ ߠ

	
ଶݔଵݔ + ଶݕଵݕ + ଶݖଵݖ

   

  ملاحظات :

1 (0 = ሬ⃗ݑ ∗ ݒ⃗ ⇔ ሬ⃗ݑ ⊥    ݒ⃗

  ݖݕݔ݋ھي زوایا الشعاع مع المحاور  ݒ⃗) جیوب تمام الشعاع 2

  جمل الإحداثیات :

  ) تسمى جملة الإحداثیات "جملة متعامدة" إذا كان كل شعاعین من الجملة متعامدین مثنى مثنى .1

جملة قانونیة" إذا كانت الجملة متعامدة و طول كل  الإحداثیات "جملة متعامدة قانونیة" أو ")   تسمى جملة 2
  1شعاع منھا =
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ሬ⃗ݑ   

  ݒ⃗

 ℎ   

   ݒ⃗

ሬ⃗ݑ   

ሬሬ⃗ݓ = ݒ⃗ ∧    ሬ⃗ݑ

  أمثلة :

,൫ଓ⃗) الجملة 1 ଔ⃗, ሬ݇⃗ ൯ . جملة قانونیة  

  لكن لیست قانونیة . جملة متعامدة {(1,2−,1−)(1,1,0−)(1,1,1)}) 2

  الجداء الخارجي :

ሬ⃗ݑلیكن  ,ଵݔ) ,ଵݕ ,ଶݔ)ݒ⃗وَ  (ଵݖ ,ଶݕ  ሬሬ⃗ݓبأنھ الشعاع  ݒ⃗وَ  ሬ⃗ݑ نعرف الجداء الخارجي لــ ℝଷفي  شعاعین (ଶݖ
  : بحیث

ሬሬ⃗ݓ = ݒ⃗ ∧ ሬ⃗ݑ = ቮ
ଓ⃗ ଔ⃗ ሬ݇⃗
ଵݔ ଵݕ ଵݖ
ଶݔ ଶݕ ଶݖ

ቮ   

ሬሬ⃗ݓ| | = ሬ⃗ݑ⋀ݒ⃗| | = |ݒ⃗| ∗ ሬ⃗ݑ| | ∗ ݊݅ݏ ߠ 	ߠ 0ھي الزاویة بین  ∶ ≤ ߠ < ߨ2 ∶   ሬ⃗ݑ	وَ	ݒ⃗

  ملاحظات :

ݒ⃗)  1 ∧ ሬ⃗ݑ ≠ ሬ⃗ݑ ∧   ݒ⃗

ሬ⃗ݑ	  )2 ∧ ݒ⃗) + ሬሬ⃗ݓ ) = ሬ⃗ݑ ∧ ݒ⃗ + ሬ⃗ݑ ∧   ሬሬ⃗ݓ

ݒ⃗|إن    )3 ∧ ሬ⃗ݑ     تمثل : |

ሬ⃗ݑ⋀ݒ⃗| | = |ݒ⃗| ∗ ሬ⃗ݑ| | ∗ ݊݅ݏ ߠ = |ݒ⃗| ∗ ℎ   

  ݒ⃗وَ  ሬ⃗ݑ= مساحة متوازي الأضلاع الذي ضلعاه 

  مسقط شعاع :

௫ሬሬሬሬ⃗ݑ| | = ሬ⃗ݑ| | ∗ cos ߠ = ሬ⃗ݑ| | ∗ ௨ሬሬ⃗ ∗௫⃗
|௨ሬሬ⃗ |∗|௫⃗|

= ሬ⃗ݑ ∗ ௫⃗
|௫⃗|
= ሬ⃗ݑ ∗ ݁௫ሬሬሬ⃗   

  

  الجداء المختلط :

ሬ⃗ݑلیكن  ,ଵݔ) ,ଵݕ ,ଶݔ)ݒ⃗وَ  (ଵݖ ,ଶݕ ሬሬ⃗ݓوَ  (ଶݖ ,ଷݔ) ,ଷݕ    ℝଷثلاثة أشعة في  (ଷݖ

ሬ⃗ݑ൫نعرف الجداء المختلط لــ   ሬሬ⃗ݓ	وَ	ݒ⃗	وَ	 ൯ : بأنھ  

ሬ⃗ݑ) . .ݒ⃗ ሬሬ⃗ݓ ) = ሬ⃗ݑ) ∧ (ݒ⃗ ∗ ሬሬ⃗ݓ = อ
ଵݔ ଵݕ ଵݖ
ଶݔ ଶݕ ଶݖ
ଷݔ ଷݕ ଷݖ

อ   
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  هندسياً :

ሬ⃗ݑ) . .ݒ⃗ ሬሬ⃗ݓ ) = ሬ⃗ݑ) ∧ (ݒ⃗ ∗ ሬሬ⃗ݓ = ሬ⃗ݑ| ∧ |ݒ⃗ ∗ ሬሬ⃗ݓ| | ∗ cos ߠ = ሬ⃗ݑ| ∧ |ݒ⃗ ∗ ℎ = ݏ ∗ ℎ = ܸ   

  یمثل الجداء المختلط حجم متوازي السطوح المنشأ على الأشعة السابقة .

  أمثلة :

ሬ⃗ݑ) لیكن 1   المطلوب :و  (2,1,3−)ݒ⃗،  (1−,1,2)

       I ( ݑ2احسبሬ⃗ +   واحسب طویلتھ . ݒ⃗

      II (  ݑاحسب جیوب تمامሬ⃗ .  

       III(  ݑاحسب الزاویة بینሬ⃗  َݑوሬ⃗ .  

ሬ⃗ݑ) لیكن 2 ,ݔ) ,ݕ ℝشعاع في  (ݖ
ଷ

  جیوب تمامھ ھي :بحیث  

ߙ = గ
଺

ߚوَ     ݔ݋زاویتھ مع   = గ
ଷ

గوَ     ݕ݋زاویتھ مع  
ଶ
≤ ߛ ≤ ሬ⃗ݑ|وَ    ݖ݋زاویتھ مع  ߨ | = 10   

,ݔإیجاد  المطلوب :و ,ݕ   ݖ

ሬ⃗ݑلیكن ) 3 ,0)ݒ⃗وَ  (1−,2,3) ሬሬ⃗ݓوَ  (2,4−   والمطلوب :  (5,3,1−)

       I(  ݑ3)احسبሬ⃗ − ݒ4⃗ + ሬሬ⃗ݓ3 ݒ5⃗)3−،   ( + ሬሬ⃗ݓ ሬ⃗ݑ)3،  ( − (ݒ2⃗ + ሬ⃗ݑ)ሬሬ⃗  ،3ݓ5 ∗    (ݒ⃗

ሬ⃗ݑ،             ∧   واحسب طویلة الأخیر (ݒ3⃗)

      II (   ݓعین شعاع الواحدة باتجاه الشعاعଵሬሬሬሬ⃗ (−4,−3,0)  .  

       III ( ݑاحسب الزاویة بینሬ⃗   . ݒ⃗	وَ	

       VI(  ݓاحسب حجم متوازي السطوح الذي أحرفھሬሬ⃗ , ,ݒ⃗   . ሬ⃗ݑ

       V(  ݁ھل تشكل الجملةଵሬሬሬ⃗ ቀ
ଵ
√ଶ
, 0, ଵ

√ଶ
ቁ , ݁ଶሬሬሬ⃗ ቀ

ଵ
√ଶ
, 0, ିଵ

√ଶ
ቁ , ݁ଷሬሬሬ⃗ (0,   جملة متعامدة قانونیة ؟ (1,0−
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ℝالمستقيم و المستوي في  - 2
ଷ  

ℝالمستقيم في 
ଷ :  

ଵሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܣ݋ + ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯଵܣ = ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯ݋ 	⇒ 	 ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯ݋ = ଵሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܣ݋ +    ଶሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܣଵܣ	ߣ

௟ܺሬሬሬ⃗ 	 = 		 ߙ⃗ 		+   بشعاع التوجیھ  ܣ⃗یسمى      				ܣ⃗				ߣ

,ݔ) (2,1,5)ܣ⃗	وَ  (0,2,5)ߙ⃗من أجل  فمثلاً ,ݕ (ݖ = (0 + ,ߣ2 2 + ,ߣ 5 +   (ߣ5

  مثال :

   تقع علیھ (2,6−,2)ܦوتحقق ھل  ଶ(2,2,2)ܤ	وَ	ଵ(2,0,4)ܤأوجد معادلة المستقیم المار من 

  الحل :

,ݔ))        1 ,ݕ (ݖ = (2,0,4) + ,0,2)ߣ −2) = (2	, 2 + ,	ߣ2 2 −   (ߣ2

    ⇒ ݔ	 = ݕ		\		2 = 2 + ݖ		\		ߣ2 = 2 −   																																						ߣ2

ߙ⃗" یمكن أخذ  = ܣ⃗عندھا یجب أخذ لكن  ଶሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ =   " ଵሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܤଶܤ

  في المعادلات السابقة : ܦ) نعوض إحداثیات 2

    ⇒ 	2 = 2		\	−2 = 2 + 	ߣ2 ⇒ ߣ	 = −2	\		6 = 2 − 	ߣ2 ⇒ ߣ	 = −2	  

ܦ	    تنتمي للمستقیم ⇐

ℝأوضاع المستقيمات في 
ଷ :  

௟ܺభ لیكن 
ሬሬሬሬሬ⃗ 	 = ଵሬሬሬሬ⃗ߙ + ௟ܺమوَ    ܣ⃗	ߣ

ሬሬሬሬሬ⃗ 	 = ଶሬሬሬሬ⃗ߙ +   لمعرفة أوضاع المستقیمین نتبع ما یلي :  ሬ⃗ܤ	ߤ

௟ܺభ
ሬሬሬሬሬ⃗ = ௟ܺమ

ሬሬሬሬሬ⃗ ⇒ ଶሬሬሬሬ⃗ߙ + ሬ⃗ܤ	ߤ = ଵሬሬሬሬ⃗ߙ + ܣ⃗	ߣ ⇒ ܣ⃗	ߣ − ሬ⃗ܤ	ߤ = ଶሬሬሬሬ⃗ߙ −    ଵሬሬሬሬ⃗ߙ

  المصفوفة الموسعة لھا ونحلھا و بحسب الحل لدینا ثلاث حالات :ثلاث معادلات نأخذ جملة بعد الإسقاط نجد 

  المستقیمین متوازیین أو متخالفین   ⇐مستحیلة الحل 

  المستقیمین متقاطعین  ⇐حل وحید 

  المستقیمین منطبقین  ⇐عدد غیر منتھ من الحلول 

O 

,x)ܯ y, z)  

Aଶ(xଶ, yଶ, zଶ)  

Aଵ(xଵ, yଵ, zଵ)  
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  مثال :

,1,2)مستقیم شعاع توجیھھ   ଵ݈لیكن      (3,2,1)وَ مار من   (1−

,4,0)مستقیم مار بــ  ଶ݈وَ  ,2−)وَ  (1−   ଶ݈	 مع  ଵ݈عین وضع   (1−,1−

  الحل :

௟ܺభ
ሬሬሬሬሬ⃗ = (3,2,1) + ,1,2)ߣ ௟ܺమوَ   (1−

ሬሬሬሬሬ⃗ = (4,0, −1) +   (1,0−,6−)ߤ

ߣ) + ,ߤ6 ߣ2 + ,ߤ (ߣ− = (1, −2,−2)   

൭
1 6
2 1
−1 0

⋮
⋮
⋮

1
−2
−2

൱ = ൭
1 6
0 −11
−1 6

⋮
⋮
⋮

1
−4
−1

൱   

⇒مستحیلة الحل   ߣ11− = −4	, ߣ6 = −1 ⇒  

  البعد بين مستقيمين :

I: المستقيمين متوازيان (  

௟ܺభ لیكن
ሬሬሬሬሬ⃗ 	 = ଵሬሬሬሬ⃗ߙ + ௟ܺమوَ    ܣ⃗	ߣ

ሬሬሬሬሬ⃗ 	 = ଶሬሬሬሬ⃗ߙ + ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ	:   ሬ⃗ܤ	ߤ = ଶሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱوَ  ଵሬሬሬሬ⃗ߙ =   فإن : ଶሬሬሬሬ⃗ߙ

หܯଶܦሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∧ ሬ⃗ܤ ห = หܤሬ⃗ ห݀	 ⇒ ݀ = หெమ஽ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∧஻ሬ⃗ ห
ห஻ሬ⃗ ห

   

  

  

  تمرين :

௟ܺభأوجد البعد بین المستقیمین : 
ሬሬሬሬሬ⃗ = (1,1,4) + λ(1,1,1)		, ௟ܺభ

ሬሬሬሬሬ⃗ = (3,0,1) +    (2,2,2)ߤ

ଵܯیمكن اعتبار "  ملاحظة : =   " ܦ

(II : المستقيمين متقاطعين  

݀عندھا  =   و الزاویة بینھما تحسب من خلال المعادلة : 0

ݏ݋ܿ ߠ = ஺⃗∗஻ሬ⃗

ห஺⃗∗஻ሬ⃗ ห
   

  ଶܯ

  ܦ

݀  

ሬ⃗ܤ   ݈ଵ  

݈ଶ  
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,ݔ)ܯ ,ݕ  (ݖ
 

,ଶݔ)ଶܯ ଶݕ , (ଶݖ
 

ଵݔ)ଵܯ , ,ଵݕ (ଵݖ

 

ܱ   

,ଷݔ)ଷܯ ଷݕ , (ଷݖ
 

  تمرين :

  أوجد نقطة تقاطع المستقیمین التالیین و الزاویة بینھما 

௟ܺభ
ሬሬሬሬሬ⃗ = (1,1,0) + λ(2,1,1)		, ௟ܺభ

ሬሬሬሬሬ⃗ = (2,0,2) +    (1,2−,1)ߤ

III (: المستقيمان متخالفان  

݈⃗ = ଵሬሬሬሬ⃗ݑ ∧ ଶሬሬሬሬ⃗ݑ 	⇒ 	 ห݉ଵ݉ଶሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗ ݈⃗ห = ห݈⃗ห ∗ ଵ݉ଶሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗݉	على	݈⃗ 	مسقط	 ⇒ 	 ห݈⃗ห ∗ ݀   

                                       	⇒ ݀ = ห௠భ௠మሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗௟⃗ห
ห௟⃗ห

   

  

  مثال :

௟ܺభ
ሬሬሬሬሬ⃗ = (1,1,0) + ௟ܺభو   (2,1,1)ߣ

ሬሬሬሬሬ⃗ = (2,0,2) +   احسب البعد بین المستقیمین السابقین   (1,2−,1)ߤ

  الحل :

  ندرس حالة المستقیمین أولا 

(2,1,1)ߣ − ,1)ߤ −1,2) = (2,0,2) − (1,1,0) 	⇒ ߣ2) − ,		ߤ ߣ + ,		ߤ ߣ − (ߤ2 =
(1,−1,2)   

⇒ ൭
2 −1
1 1
1 −2

⋮
⋮
⋮

1
−1
2
൱ ~൭

1 0
0 1
0 0

⋮
⋮
⋮

0
−1
0
൱ 

݊ = ݎ = ᇱݎ = ߣأي للجملة حل وحید   2 = ߤ		\		0 =   0فالمستقیمان متقاطعان أي البعد بینھما =   1−

  المستوي في الفراغ :

  المعادلة الوسيطية :

,ଵݔ)ଵܯلتكن النقط  ,ଵݕ ,ଶݔ)ଶܯ،    (ଵݖ ,ଶݕ ,ଷݔ)ଷܯ  ،  (ଶݖ ,ଷݕ   لا تقع على استقامة واحدة (ଷݖ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯଵܯ   = ଶሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯଵܯଵߣ + ଷሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯଵܯଶߣ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ :    = ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ +    ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯଵܯ

               ⇒ ܺாሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ = ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ + ଶሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯଵܯଵߣ +    ଷሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯଵܯଶߣ

  

ଶܮ
 

ଵሬሬሬሬ⃗ݑ  
 

ଵܮ
 

ଶሬሬሬሬ⃗ݑ   ݀

݈⃗ 

݉ଶ

݉ଵ
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  الشكل الناظمي :

,ଵݔ)ଵܯلتكن النقط  ,ଵݕ ,ଶݔ)ଶܯ،    (ଵݖ ,ଶݕ ,ଷݔ)ଷܯ  ،  (ଶݖ ,ଷݕ   لا تقع على استقامة واحدة  (ଷݖ

ሬܰሬ⃗ = ଶሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯଵܯ ∧ ଷሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯଵܯ = ,ߙ) ,ߚ    (ߛ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯଵܯ ⊥ ሬܰሬ⃗ ⇒ ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯଵܯ ∗ ሬܰሬ⃗ = 0	 ⇒ ݔ) − ,ଵݔ ݕ − ,ଵݕ ݖ − (ଵݖ ∗ ,ߙ) ,ߚ (ߛ = 0   

⇒ ݔߙ + ݕߚ + ݖߛ + ℎ = 0	 ⇒ อ
ݔ − ଵݔ ݕ − ଵݕ ݖ − ଵݖ
ଶݔ − ଵݔ ଶݕ − ଵݕ ଶݖ − ଵݖ
ଷݔ − ଵݔ ଷݕ − ଵݕ ଷݖ − ଵݖ

อ = 0   

  

  

  مثال :

,(0,0,0)) أوجد المعادلة الوسیطیة للمستوي المار بالنقط  1 (2,5,4), (1,1,2)  

ሬܰሬ⃗والذي ناظمھ  (0,1,2)) أوجد المعادلة الناظمیة للمستوي المار بالنقطة 2 = (4,2,1)  

  الحل :

ଵܯ) 1 = 0	 ⇒	ܺாሬሬሬሬ⃗ = ଵ(2,5,4)ߣ + ଶ(1,1,2)ߣ = ଵߣ2) + ,ଶߣ ଵߣ5 + ,ଶߣ ଵߣ4 +   	(ଶߣ2

ݔ4) 2 + ݕ2 + ݖ + ℎ = ℎبتعویض النقطة التي یمر بھا المستقیم بالمعادلة السابقة نجد أن  0 = −4  

ݔ4      + ݕ2 + ݖ − 4 = 0  

ℝوضع مستويين في 
ଷ :  

ாభሬሬሬሬሬሬ⃗ܺلیكن لدینا المستویین    = ଵሬሬሬሬ⃗ߙ + ଵሬሬሬሬ⃗ݑߣ + ாమሬሬሬሬሬሬ⃗ܺوَ     ଵሬሬሬሬ⃗ݒߤ = ଶሬሬሬሬ⃗ߙ + ଶሬሬሬሬ⃗ݑߛ +   ଶሬሬሬሬ⃗ݒߜ

  یحدد الوضع بین المستویین السابقین من خلال حلول المعادلة :

ܺாభሬሬሬሬሬሬ⃗ = ܺாమሬሬሬሬሬሬ⃗ 	⇒ ଵሬሬሬሬ⃗ݑߣ	 + ଵሬሬሬሬ⃗ݒߤ − ଶሬሬሬሬ⃗ݑߛ − ଶሬሬሬሬ⃗ݒߜ = ଶሬሬሬሬ⃗ߙ − ଵሬሬሬሬ⃗ߙ =    ߚ⃗

൮
ߣ ߤ ߛ ߜ ⋮ ߚ⃗
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

൲   

   

ଶܯ   

ଷ ሬܰሬ⃗ܯ   

 ଵܯ
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⇐ ݎ									 ≠   المستویین متوازیین و غیر منطبقین  ⇐مستحیلة الحل        ′ݎ

⇐ 	݊ − ݎ =   للمستوي الوحید ) ଶߣو  ଵߣالمستویین منطبقین (المجھولین ھما  ⇐مجھولین اختیاریین  2

⇐ 	݊ − ݎ =   للمستقیم ) ߣالمستویان متقاطعان ( المجھول ھو  ⇐مجھول اختیاري     1

  تمرين :

ாభሬሬሬሬሬሬ⃗ܺعین وضع المستویین  = (1,0,0) + (1,2,0−)ߣ + ாమሬሬሬሬሬሬ⃗ܺوَ     (1,0,1−)ߤ (0,1,0) +
γ(1,2,1) + δ(0,4,0)  

    

  وضع مستقيم مع مستو :

  تقاطع مستو مع مستقيم :

	ܺ	ሬሬሬሬ⃗ ௅ = ߙ⃗ + ሬ⃗ݑߣ ∶ ߣ	 ∈ ℝ   

	ܺ	ሬሬሬሬ⃗ ா = ߚ⃗ + ݒ⃗ߤ + ሬሬ⃗ݓߜ ∶ ,ߤ ߜ ∈ ℝ   

  تمرين : 

ሬሬሬሬ⃗	ܺ	أوجد وضع المستوي  ா  مع المستقیم	ܺ	ሬሬሬሬ⃗ ௅ : حیث أن  

	ܺ	ሬሬሬሬ⃗ ா = (2,−1,3) + (0,1,0)ߤ + ,4,2)ߜ −1)   

	ܺ	ሬሬሬሬ⃗ ௅ = (1,2,3) +    (2,0,2)ߣ

  نقطة عن مستوي :بعد 

	ܺ	ሬሬሬሬ⃗ ா = ߚ⃗ + ݒ⃗ߤ + ሬሬ⃗ݓߜ ∶ ߣ	 ∈ ℝ   

ℝنقطة في  ܯو 
ଷ

ሬܰሬ⃗حیث   = ݒ⃗ ∧ ሬ⃗ݑ    

ቚܯଵܯሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ . ሬܰሬሬ⃗ ቚ = ቚሬܰሬሬ⃗ ቚ . ݀ ⇒ ݀ =
ቚெభெሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ .ሬܰሬሬ⃗ ቚ

ቚሬܰሬሬ⃗ ቚ
   

   

ሬ⃗ݑ   ሬܰሬ⃗   

  ܦ

  ܧ

	ଵܯ
  ݒ⃗ 
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  ملاحظة :

  من أجل باقي الحالات :

  بعد مستقیم عن مستوي موازي لھ : ھو بعد نقطة من المستقیم عن المستوي 

  بعد مستوي عن مستوي موازي لھ : ھو بعد نقطة من المستوي الأول عن المستوي الثاني 

  مثال :

ሬሬሬሬ⃗	ܺ	عن المستوي  (3,1,5)ܳاحسب بعد  ா = (1,2,0) + (1,1,0)ߣ +    (0,2,2)ߤ

  الحل :

ሬܰሬ⃗ = ቮ
ଓ⃗ ଔ⃗ ሬ݇⃗
0 2 2
1 1 0

ቮ = (−2,2,−2) 	⇒ ห ሬܰሬ⃗ ห = √4 + 4 + 4 = 2√3   

ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯ݋ = (1,2,0)	, ሬሬሬሬሬ⃗ܳ݋ = (3,1,5) 	⇒ ଵܳሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯ = (3,1,5) ⇒ หܯଵܳሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ . ሬܰሬ⃗ ห = |(−4 − 2 − 10)| =
16   

݀ = ଵ଺
ଶ√ଷ

= ଼
√ଷ

   

  

  التوابع السلمية و التوابع الشعاعية - 3

  تعريف التابع السلمي :

ݓلتكن  ∈ ℝଷ  ݂التابع السلمي ھو ∶ ݓ	 → ℝ	 ∶ ݔ	 ⟼   (ݔ)݂

  تعريف التابع الشعاعي :

݂⃗ ∶ ݓ → ℝଷ   

ܯ → (ܯ)݂⃗ = ଵ݂(ܯ)ଓ⃗ + ଶ݂(ܯ)ଔ⃗ + ଷ݂(ܯ)ሬ݇⃗   

݂⃗ = { ଵ݂, ଶ݂, ଷ݂}   
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  نهاية تابع شعاعي :

ெ→ఏ		أي   ߠتسعى نحو  ܯعندما  ݂⃗أنھا نھایة لـ  ܣ⃗نقول عن 
௟௜௠		௙⃗ =   ܣ⃗

ߝ∀ > ߜ∃	0 > 0 ∶ ܯ| − |ߠ < ߜ ⇒ ห݂⃗(ܯ) − หܣ⃗ <    ߝ

  خواص :

1)  = (	ெ→ఏ
௟௜௠		௙⃗భ(ெ)		,				ெ→ఏ

௟௜௠		௙⃗భ(ெ) 		,				ெ→ఏ
௟௜௠		௙⃗భ(ெ))ெ→ఏ											

௟௜௠		௙⃗(ெ)  

2)  =ெ→ఏ
௟௜௠	௙⃗(ெ)

ெ→ఏ																										
௟௜௠		௙⃗(ெ)±	௚ሬ⃗ (ெ) ±ெ→ఏ

௟௜௠	௚ሬ⃗ (ெ)  

3)  =ெ→ఏ
௟௜௠	௙⃗(ெ)

ெ→ఏ												/													
௟௜௠		௙⃗(ெ)	∗		௚ሬ⃗ (ெ) 	/∗		ெ→ఏ

௟௜௠	௚ሬ⃗ (ெ)  

 تعريف المشتق :

݂لیكن التابع الشعاعي          ∶ ܹ ⊆ ℝଷ → ℝଷ  

,ݔ) ,ݕ (ݖ → ଓ⃗(ଶݔ) + ଔ⃗(ଶݖ) + (5)ሬ݇⃗ 				  

(1,5,0) → (1,0,5)																																  

଴ܯأنھ قابل للاشتقاق عند  ݂⃗نقول عن   ∈  إذا و فقط إذا كان ܹ

ெ→ெబ	نھایة محدودة 
௟௜௠		 ௙⃗(ெ)ି௙⃗(ெబ)

ெିெబ
=   

(଴ܯ)ᇱ݂بحیث إذا كانت  =
ௗ௙⃗
ௗ௠

  موجودة و محدودة  (଴ܯ)

݂ᇱሬሬሬ⃗ (଴ܯ) = ଵ݂
ᇱ(ܯ଴)ଓ⃗ + ଶ݂

ᇱ(ܯ଴)ଔ⃗ + ଷ݂
ᇱ(ܯ଴) ሬ݇⃗ 		 ∶ 	 ݂⃗ = [ ଵ݂, ଶ݂, ଷ݂]   

  خواص :

,	݂⃗لیكن    تابعین شعاعیین :  ⃗݃

I( ݂⃗ ∶ ଵܹ → ℝଷ		, ݃⃗ ∶ ଶܹ → ℝଷ  

ܹنرمز بـ  = ଵܹ⋂ ଶܹ (( تقاطع مجموعتي المنطلق ))  

  ܹیقتصر على  ݂ویعني منطلق  	ೈ|	݂⃗یرمز للمقصور بـ 
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 ݃⃗	|ೈ	 = ݂⃗ ∶ ܹ → ℝଷ   ݂⃗و	|ೈ	 = ݂⃗ ∶ ܹ → ℝଷ   

II)        1)  ௗ൫௙⃗ା௚ሬ⃗ ൯
ௗெ

= ௗ௙⃗
ௗெ

+ ௗ௚ሬ⃗
ௗெ

   

2)  ௗ൫௙⃗∗௚ሬ⃗ ൯
ௗெ

= ௗ௙⃗
ௗெ
	 ݃⃗ + ݂⃗ ௗ௚ሬ⃗

ௗெ
								        

3)  	ௗ൫௙⃗⋀௚ሬ⃗ ൯
ௗெ

= ௗ௙⃗
ௗெ⋀ 	݃⃗ + ݂⃗	⋀	 ௗ௚ሬ⃗

ௗெ
       

III لیكن (ℎ ∶ ܹ → ℝ : تابع عددي فإن  ௗ(௛∗௚ሬ⃗ )
ௗெ

= ௗ௛
ௗெ

݃⃗ + ℎ ௗ௚ሬ⃗
ௗெ

  

  تعريف : 

଴ܯأنھ مستمر عند  ݂⃗نقول عن  ∈ ெ→ெబ	إذا وفقط إذا كان :  ܹ

௟௜௠		௙⃗ =   (଴ܯ)݂⃗

 

 :  ∂تعريف المشتق الجزئي 

డ௙⃗
డ௫
=୼௫→଴
		௟௜௠	 ௙⃗(௫ା୼௫,௬,௭)ି௙⃗(௫,௬,௭)

୼௫
   

  المنحني :

  ھو تابع شعاعي من الشكل

݂⃗ ∶ [ܽ, ܾ] → ℝଷ  

ݐ															 → (ݐ)݂⃗ = ଵ݂(ݐ)ଓ⃗ + ଶ݂(ݐ)ଔ⃗ + ଷ݂(ݐ) ሬ݇⃗   

																																	= ଓ⃗ݔ + ଔ⃗ݕ + ݖ ሬ݇⃗   

  ℯیرمز عادة  للمنحني بـ 

  (ܾ)݂⃗نھایتھ    (ܽ)݂⃗بدایتھ   ℯالمنحني  )1

(ܽ)݂⃗ ⇔مغلق  ℯ المنحني )2 = ݂⃗(ܾ) 

଴ݎنقول عن النقطة  )3 ∈ ℯ  ݐإنھا مضاعفة إذا وفقط إذا وجدଵ ≠ ,ܽ]من  ଶݐ  بحیث [ܾ

(ଵݐ)݂⃗  =  (ଶݐ)݂⃗
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ሬ⃗ܤحساب  	, ሬܰሬ⃗ 	, ሬܶ⃗  ومشتقاتها : ݂⃗بدلالة  

                                         )1  .........(ሬܶ⃗ (ݐ) = ௙ᇲሬሬሬሬ⃗ (௧)

ቚ௙ᇲሬሬሬሬ⃗ (௧)ቚ
   

ሬܶ⃗ (ݐ) = ଵ
ௌᇲ(௧)

݂ᇱሬሬሬ⃗   (ݐ)

݂ᇱሬሬሬ⃗ = ܵᇱ	 ሬܶ⃗ 	⇒ 	݂ᇱᇱሬሬሬሬሬ⃗ = ܵᇱᇱ	 ሬܶ⃗ + ܵᇱ	ܶᇱሬሬሬ⃗ 	⇒ 		 ݂ᇱᇱሬሬሬሬሬ⃗ = ܵᇱᇱ	 ሬܶ⃗ + ܵᇱ(หܶᇱሬሬሬ⃗ ห ∗ ሬܰሬ⃗ )   

ሬܰሬ⃗ = ்ᇲሬሬሬሬ⃗

ቚ்ᇲሬሬሬሬ⃗ ቚ
⇒ 		 ݂ᇱᇱሬሬሬሬሬ⃗ = ܵᇱᇱ ∗ ሬܶ⃗ + ܵᇱሬሬሬ⃗ หܶᇱሬሬሬ⃗ ห ∗ ሬܰሬ⃗   لكن  

݂ᇱᇱሬሬሬሬሬ⃗ = ܵᇱᇱด
تسارع	مماسي

∗ ሬܶ⃗ + ܵᇱଶ	ܭᇣᇤᇥ
تسارع	ناظمي	

		 ሬܰሬ⃗ 	…………	(2) 

 ሬܶ⃗ 	ܵᇱ = ݂ᇱሬሬሬ⃗ ⇒ ݂ᇱሬሬሬ⃗ 	⋀ ݂ᇱᇱሬሬሬሬሬ⃗ = ܵᇱ ∗ ܵᇱᇱ ∗ ሬܶ⃗ 	⋀ ሬܶ⃗ + ᇱଷݏ ∗ (ݐ)ܭ ∗ ሬܶ⃗ ⋀ ሬܰሬ⃗  

= 0 + ܵᇱଷ + (ݐ)ܭ ∗ ሬ⃗ܤ (ݐ) ⇒ ห݂ᇱሬሬሬ⃗ ⋀ ݂ᇱᇱሬሬሬሬሬ⃗ ห = ܵᇱଷ	(ݐ)ܭ ⇒ (ݐ)ܭ		 = |௙ᇲሬሬሬሬ⃗ ⋀௙ᇲᇲሬሬሬሬሬሬ⃗ |
ௌᇲయ

		   

݂ᇱሬሬሬ⃗ ⋀ ݂ᇱᇱሬሬሬሬሬ⃗ = ܵᇱଷ	ห݂ᇱሬሬሬ⃗ ⋀ ݂ᇱᇱሬሬሬሬሬ⃗ ห	ܤሬ⃗ (ݐ) ⇒		 ሬ⃗ܤ (ݐ) = ௙ᇲሬሬሬሬ⃗ ⋀௙ᇲᇲሬሬሬሬሬሬ⃗

ቚ௙ᇲሬሬሬሬ⃗ ⋀௙ᇲᇲሬሬሬሬሬሬ⃗ ቚ
………… (3)   

  شعاع الالتفاف :

஻ᇲሬሬሬሬ⃗یعرف بأنھ  (௧)
௦ᇲ(௧)

  بحیث :  ݂⃗یسمى التفاف التابع   (ݐ)߬بحیث یوجد تابع سلمي    				

஻ᇲሬሬሬሬ⃗ (௧)
௦ᇲ(௧)

= (ݐ)߬− ሬܰሬ⃗ (ݐ) ⇒ 		߬ = ஻ᇲሬሬሬሬ⃗ (௧)∗ேᇲሬሬሬሬሬ⃗ (௧)
ௌᇲ(௧)

= ଵ
ௌᇲ
∗ ௙ᇲሬሬሬሬ⃗ ⋀௙ᇲᇲሬሬሬሬሬሬ⃗

ቚ௙ᇲሬሬሬሬ⃗ ⋀௙ᇲᇲሬሬሬሬሬሬ⃗ ቚ
∗ ܰᇱሬሬሬሬ⃗   

(ݐ)߬  =
ቀ௙ᇲሬሬሬሬ⃗ .௙ᇲᇲሬሬሬሬሬሬ⃗ .௙ᇲᇲᇲሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ቁ

ቚ௙ᇲሬሬሬሬ⃗ ⋀ ௙ᇲᇲሬሬሬሬሬሬ⃗ ቚ
మ 	…………(4)  

  

  مثال :

݂⃗لیكن المنحني  ∶ [0,1] → ℝଷ                                :ݐ → ቌ
cos ݐ
sin ݐ
௧
ଶగ

ቍ
→ ݔ
→ ݕ
→ ݖ

  

,߬أوجد  ,ܭ ܵ, ሬ⃗ܤ , ሬܰሬ⃗ , ሬܶ⃗   ݂⃗لـ  
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݂ᇱሬሬሬ⃗ = ቀ− sin ݐ , cos ݐ , ଵ
ଶగ
ቁ ⇒ |݂ᇱ| = ටsinଶ ݐ + cosଶ ݐ + ଵ

ସగమ
	 	 = ට1 + ଵ

ସగ
	 	 = ටସగమାଵ

ସగమ
	  

⇒ 			 |݂ᇱ| = 		ߙ ⇒ 			 ሬܶ⃗ = ቀ− ୱ୧୬ ௧
ఈ
, ୡ୭ୱ ௧

ఈ
, ଵ
ଶగఈ

ቁ  ߙଶ = ସగమାଵ
ସగమ

  نفرض    

ܶᇱሬሬሬ⃗ = ቀ− ୡ୭ୱ ௧
ఈ
, − ୱ୧୬ ௧

ఈ
, 0ቁ 	⇒ ܶᇱሬሬሬ⃗ = ටୡ୭ୱమ ௧

ఈ
+ ୱ୧୬మ ௧

ఈ
	 = ଵ

ఈ
⇒ ሬܰሬ⃗ = (− cos ݐ , − sin ݐ , 0)   

ሬ⃗ܤ = ተ
ଓ⃗ ଔ⃗ ሬ݇⃗

− ୱ୧୬ ௧
ఈ

ୡ୭ୱ ௧
ఈ

ଵ
ଶగఈ

−cos ݐ −sin ݐ 0

ተ = ୱ୧୬ ௧
ଶగఈ

	 ଓ⃗ − ୡ୭ୱ ௧
ଶగఈ

	 ଔ⃗ + ଵ
ఈ
	 ሬ݇⃗ ⇒ ሬ⃗ܤ = ቀୱ୧୬௧

ଶగఈ
, − ୡ୭ୱ ௧

ଶగఈ
, ଵ
ఈ
ቁ   

  یترك الباقي للطالب كتمرین

  

  : ܵمعادلة المنحني بدلالة 

  ݐتابع لـ    ܵأي   (ݐ)ܵ) نحسب  1

  ونعوض   ܵبدلالة    ݐ) نحسب  2

  فمثلاً :

  :  ݎاحسب طول المنحني الممثل بدائرة نصف قطرھا  

݂⃗ ∶ [0	, [ߨ2 → ℝଶ   

ݐ → ݎ) cos ݐ 	 , ݎ sin    (ݐ

ݔ = ݎ cos ݐ ݕ			و		 = 	ݎ sin ݐ 		 ∶ ݎ			 > 0   

(ݐ)ܵ = ∫ 	ห݂ᇱሬሬሬ⃗ ௧ݐห݀(ݔ)
଴ = ∫ 	ඥ(−ݎ sin ଶ(ݐ + ݎ) cos ଶ௧(ݐ

଴ ݐ݀	 = ݐ	ݎ ⇒ (ߨ2)ܵ =    ݎߨ2

݂⃗نحول من  في المثال ∶ [ܽ, ܾ] → ℝଶ ∶ ݐ → ൫(ݐ)ݔ,   		൯(ݐ)ݕ

݂⃗إلى  ∶ [0, ݈] → ℝଶ ∶ ݐ → 	 ൫ݔ(ܵ),   		൯(ܵ)ݕ

݈حیث أن   = ܵ(ܾ) = (ߨ2)ܵ = ܵوَ        ݎߨ2 = ݐݎ ⇒ ݐ = ௌ
௥

  

݂⃗ ∶ [ݎߨ0,2] → ℝଶ ∶ ܵ → ቀݎ cos ௌ
௥
	 , ݎ sin ௌ

௥
ቁ   
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  معادلات فرينيه :

  منحني أملس : ݂⃗لیكن 

݂⃗ ∶ [0, ݈] → ℝଶ   

ܵ → ൫ݔ(ܵ)	, ,	(ܵ)ݕ    ൯(ܵ)ݖ

݂ᇱᇱሬሬሬሬሬ⃗ (ܵ଴) ≠ 0	∀ܵ଴ ∈ [0, ݈]   

  فإن 

1)		ܶᇱሬሬሬ⃗ (ܵ଴) = (଴ܵ)ܭ × ሬܰሬ⃗ (ܵ଴)   

ᇱሬሬሬሬ⃗ܤ		(2 (ܵ଴) = −߬(ܵ଴) × ሬܰሬ⃗ (ܵ଴)   

3)		 ሬܰሬ⃗ (ܵ଴) = (଴ܵ)ܭ− × ሬܶ⃗ (ܵ଴) + ߬(ܵ଴) × ሬ⃗ܤ (ܵ଴)   

  ) :1برهان (

ܶᇱሬሬሬ⃗ (ܵ଴) = หܶᇱሬሬሬ⃗ (ܵ଴)ห × ሬܰሬ⃗ (ܵ଴) 	………		(I)   

  ولكن 

(ݐ)ܭ =
ቚ்ᇲሬሬሬሬ⃗ (ௌబ)ቚ

ௌᇲ(௧)
		⇒ (଴ܵ)ܭ		 = หܶᇱሬሬሬ⃗ (ܵ଴)ห   

  (I)نعوض في 

ܶᇱሬሬሬ⃗ (ܵ଴) = (଴ܵ)ܭ × ሬܰሬ⃗ (ܵ଴)   

  : ℝଷالسطوح في 

݂⃗ ∶ ܦ ⊆ ℝଶ → ℝଷ  

,ݑ) (ݒ → ൫ݑ)ݔ, ,(ݒ ,ݑ)ݕ ,(ݒ ,ݑ)ݖ    ൯(ݒ

௨݂⃗كما یرمز بـ  = ௨ݎ⃗ =
డ௙⃗
డ௨
௩݂⃗		و		 = ௩ݎ⃗ =

డ௙⃗
డ௩
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  مثلاً :

,ݑ) (ݒ → ฬݑ	 ∈
[0,1]

	ݒ ∈ [0,2]   

⇒ ܦ = {[0,1] × [0,2]}   

  

  ملاحظات :

   ܯنقول عن النقطة଴(ݑ଴, (଴ݒ ∈ ௨ሬሬሬ⃗ݎ)أنھا شاذة إذا كان   ܦ ∧ ௩ሬሬሬ⃗ݎ (଴ܯ)( = 0 
  نقول عن السطح أنھ أملس إذا لم یحوي نقاط شاذة 

  ناظم السطح ھوሬܰሬ⃗ = ௥ೠሬሬሬሬ⃗ 	∧	௥ೡሬሬሬ⃗
|௥ೠሬሬሬሬ⃗ 	∧	௥ೡሬሬሬ⃗ |

 

  نفرض :

ܧ = ௨ሬሬሬ⃗ݎ × ௨ሬሬሬ⃗ݎ
ܨ = ௨ሬሬሬ⃗ݎ × ௩ሬሬሬ⃗ݎ
ܩ = ௩ሬሬሬ⃗ݎ × ௩ሬሬሬ⃗ݎ

ቑ
	

⇒ ݀2ܵ = ݑ2݀ܧ + ݒ݀ݑ݀ܨ2 + ݒ2݀ܩ
المعادلة	المتریة	لـ	(ܵ)

   

  مثال :

  معرفاً كما یلي : ܵلیكن السطح 

݂⃗ ∶ ]0,∞[ × ]0,∞[ → ℝଷ   

,ݑ) (ݒ → ଵ
(௨మା௩మାଵ)

× ,ݑ) ,ݒ ଶݑ +    	(ଶݒ

  الحل :

⇒ ,ݑ)݂⃗ (ݒ = ቀ ௨
(௨మା௩మାଵ)

	 , ௩
(௨మା௩మାଵ)

	 , ௨మା௩మ

(௨మା௩మାଵ)
ቁ   

௨ሬሬሬ⃗ݎ = ቀ(௨
మା௩మାଵ)ିଶ௨௨
(௨మା௩మାଵ)మ

	 , ିଶ௨௩
(௨మା௩మାଵ)మ

	 , ଶ௨(௨
మା௩మାଵ)ିଶ௨(௨మା௩మ)
(௨మା௩మାଵ)మ

ቁ   

௨ሬሬሬ⃗ݎ =
ଵ

(௨మା௩మାଵ)మ
ଶݒ) − ଶݑ + ,	ݒݑ2−,	1    (ݑ2

௩ሬሬሬ⃗ݎ =
ଵ

(௨మା௩మାଵ)మ
,	ݒݑ2−) ଶݑ + ଶݒ + 1 − ,	ଶݒ2 ଶݑ)ݒ2 + +ଶݒ 1) − ଶݑ)ݒ2 +  (ଶݒ

௩ሬሬሬ⃗ݎ =
ଵ

(௨మା௩మାଵ)మ
,	ݒݑ2−) ଶݑ − ଶݒ + 1	,   (ݒ2
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⇒ ܧ = ௨ሬሬሬ⃗ݎ × ௨ሬሬሬ⃗ݎ =
ଵ

(௨మା௩మାଵ)మ
ଶݒ)) − ଶݑ + 1)ଶ + ݒଶݑݑ + (ଶݑݑ = ଵ

(௨మା௩మାଵ)మ
   

⇒ ܨ = ௨ሬሬሬ⃗ݎ × ௩ሬሬሬ⃗ݎ =
ଵ

(௨మା௩మାଵ)ర
−ଶݒ)ݒݑ2−) ଶݑ + 1) − ଶݑ)ݒݑ2 − ଶݒ + 1) + (ݒݑ4 = 0   

⇒ ܩ = ௩ሬሬሬ⃗ݎ × ௩ሬሬሬ⃗ݎ =
ଵ

(௨మା௩మାଵ)మ
   

⇒ ݀ܵଶ = ଵ
(௨మା௩మାଵ)మ

ଶݑ݀) +    (ଶݒ݀

  التدرج و التباعد و الدوران - 4

  : ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗݀ܽݎ݃التدرج 

  :  ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ݂⃗		݀ܽݎ݃بالرمز  ݂تابع سلمي ، نعرف تدرج  ݂لیكن 

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ݂⃗		݀ܽݎ݃ = ∇ሬሬ⃗ × ݂		 ∶ 			 ∇ሬሬ⃗ 	= డ
డ௫
	 ଓ⃗ + డ

డ௬
	 ଔ⃗ + డ

డ௭
ሬ݇⃗   

  فمثلاً :

,ݔ)݂   ,ݕ (ݖ = 	ݖ	ݕ	ݔ ⇒ ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ݂⃗		݀ܽݎ݃	 = ∇ሬሬ⃗ × ݂ = డ௙
డ௫
	 ଓ⃗ + డ௙

డ௬
	 ଔ⃗ + డ௙

డ௭
ሬ݇⃗ = ଓ⃗	ݖݕ + ଔ⃗	ݖݔ + 	ݕݔ ሬ݇⃗ 	  

  خواص :

 1)		∇ሬሬ⃗ (݂ + ݃) = ∇ሬሬ⃗ 	݂ + ∇ሬሬ⃗ 	݃  

2)		∇ሬሬ⃗ (݂	ߣ) = ሬሬ⃗∇	ߣ 	݂	   

݂		݀ܽݎ݃		(3  × ݃ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ൫݃݀ܽݎ		݂ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯	݃ + ݂൫݃݀ܽݎ		݃ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯  

  

  : ݒ݅݀التباعد 

  بأنھ : ݂تابع شعاعي ، نعرف تباعد  ݂لیكن 

൫݂⃗൯	ݒ݅݀ = ∇ሬሬ⃗ × ݂⃗ ∶ ݂⃗ = { ଵ݂	, ଶ݂	, ଷ݂} 

																																													= ቀ డ
డ௫
ଓ⃗ + డ

డ௬
	 ଔ⃗ + డ

డ௭
ሬ݇⃗ ቁ ൫ ଵ݂	ଓ⃗ + ଶ݂	ଔ⃗ + ଷ݂	 ሬ݇⃗ ൯   
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  مثال :

݂⃗ = ଓ⃗	ଶݕݔ + ଔ⃗	ଶݕ	(ݖ)	݈݊ +    ሬ݇⃗	(ݖ)	݈݊

൫݂⃗൯	ݒ݅݀ = ଶݕ + (ݖ)݈݊	ݕ2 + ଵ
௭

   

  مثال :

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ݂⃗	݀ܽݎ݃	احسب تباعد   = ப௙
డ௫
ଓ⃗ + డ௙

డ௬
ଔ⃗ + డ௙

డ௭
ሬ݇⃗  

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ݂⃗	݀ܽݎ൫݃ݒ݅݀ ൯ = డ
డ௫
ቀப௙
డ௫
ቁ + డ

డ௬
ቀడ௙
డ௬
ቁ + డ

డ௭
ቀడ௙
డ௭
ቁ = பଶ௙

డ௫మ
+ డଶ௙

డ௬మ
+ డଶ௙

డ௭మ
   

  : بمؤثر لابلاسنسمي الشكل التالي 

∇ଶ= பమ

డ௫మ
+ డమ

డ௬మ
+ డమ

డ௭మ
   

  الدوران :

  الشعاعي التابع مع ሬሬ⃗∇ التفاضلي ثرؤللم الخارجي الجداء ھو و ةالشعاعی التوابع لأجل یعرف

݂⃗ي حیث تابع شعاع ݂أي لیكن  = { ଵ݂	, ଶ݂	, ଷ݂} : نعرف الدوران أنھ  

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ݂⃗	ݐ݋ݎ = ∇ሬሬ⃗ ∧ ݂⃗ = ተተ
ଓ⃗ ଔ⃗ ሬ݇⃗
߲
ݔ߲

߲
ݕ߲

߲
ݖ߲

ଵ݂ ଶ݂ ଷ݂

ተተ 

  تمرين :

  ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ݂⃗		݀ܽݎ݃	احسب دوران  

  الحل :

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗(݂		݀ܽݎ݃)ݐ݋ݎ = ተተ
ଓ⃗ ଔ⃗ ሬ݇⃗
డ
డ௫

డ
డ௬

డ
డ௭

ப௙
డ௫

డ௙
డ௬

డ௙
డ௭

ተተ =  

ቀ డଶ௙
డ௬	డ௭

− డଶ௙
డ௭	డ௬

ቁ ଓ⃗ + ቀ பଶ௙
డ௫	డ௭

− பଶ௙
డ௭	డ௫

ቁ ଔ⃗ + ቀ பଶ௙
డ௫	డ௬

− பଶ௙
డ௬	డ௫

ቁ ሬ݇⃗ = 0ሬ⃗   
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  تمرين :

݂⃗لیكن  ∶ ℝଷ → ℝଷ ∶ ,ݔ)݂	 ,ݕ (ݖ = ,ଶݖݔ3) ,ଶݕݔ2   (ݖݕଶݔ−

݃و  ∶ ℝଷ → ℝ ∶ ,ݔ)݃ ,ݕ (ݖ = ଷݔ3 −   	ݖݕ

ሬሬ⃗∇) احسب 1 ൫݃	݂⃗൯    ،݀݅ݒ	ݐ݋ݎ،    (݂)		݂ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ .  

ℎሬ⃗) لیكن 2 ,ݔ) ,ݕ (ݖ = ,(ݖ)݈݊ݔݖ−,(ݖ)݈݊ݖݕ)   ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗(ℎ)	ݐ݋ݎاحسب  (ݕݔ

  المعادلات التفاضلية  - 5

  المعادلات التفاضلية الكلية :

,ݔ)ܲ ,ݕ ݔ݀(ݖ + ,ݔ)ܳ ,ݕ ݕ݀(ݖ + ,ݔ)ܴ ,ݕ ݖ݀(ݖ = 0   

  یكون الحل عبارة عن تابع بدون مشتقات 

  مثال :

ᇱݕأوجد الحل العام للمعادلة :  − ଵ
௫
= 0  

ᇱݕ − ଵ
௫
= 0			 ⇒ 			 ᇱݕ = ଵ

௫
			⇒ 			 ݕ = |ݔ|	݈݊ + ܿ   

  فیھ ، ویجب ألا یحوي مشتقات  ܿالعام للمعادلة التفاضلیة  لوجود ثابت  وھو الحل

  بعدد ما حسب شروط تعطى في المسألة  ܿولإیجاد حل خاص للمعادلة التفاضلیة نعوض بقیمة 

  : 2مثال

.ݔ  ةالمعادلة التفاضلیة الكلیة الناتجة من المعادل .ݕ ݖ =   من الشكل :  ݑ

ቀడ௨
డ௫
ቁ݀ݔ + ቀడ௨

డ௬
ቁ݀ݕ + ቀడ௨

డ௭
ቁ݀ݖ = 0										 ⇒ ݔ݀	ݖݕ										 + ݕ݀	ݖݔ +    ݖ݀	ݕݔ
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  حل المعادلة التفاضلية الكلية :

ݔ݀	ܲ + ݕ݀	ܳ + ݖ݀	ܴ = 0   

  خطوات الحل : 

  : وھو الشرط الكافي واللازم للحل : قابلیة الحل) 1

݂⃗ × ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ݂⃗	ݐ݋ݎ = 0ሬ⃗ 		 ∶ 		 ݂⃗ = ܲ	ଓ⃗ + ܳ	ଔ⃗ + ܴ	ሬ݇⃗   

  : نعتبر أحد المتحولات ثابت أي مشتقھ صفر ونشكل التابع : الاختصار) 2

													 ,ݔ)ݑ ,ݕ (ݖ = ܿ ……	(I)   

  :  ߤنحسب عامل التكمیل ) 3

ப௨
డ௫
= ப௨أو     ܲ	ߤ

డ௬
=   ܳ	ߤ

݇:    ݇نحسب ) 4 = ܴ	ߤ − డ௨
డ௭
	   

ݑ݀	ثم نستخدمھا في المعادلة      + ݖ݀	݇ = 0   

  ونحل الأخیرة فتصبح من الشكل :

Ψ(ݑ, (ݖ = ܿଵ   

   (I)من  ݑثم نعوض 

  مثال :

ݔ݀	ݖଶݕ + ݕ݀	ݖଶݔ − ݖ݀	ଶݕଶݔ = 0   

  الحل :

1) ݂⃗ = ଓ⃗	ݖଶݕ + ଔ⃗	ݖଶݔ − 	ଶݕଶݔ ሬ݇⃗  

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ݂⃗	ݐ݋ݎ     = ൫(−2ݕ − ଶ൯ଓ⃗ݔ(1 + ൫(2ݔ + ଶ൯ଔ⃗ݕ(1 + ൫(2ݔ − ൯ሬ݇⃗ݖ(ݕ2  

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ݂⃗	ݐ݋ݎ	݂⃗     = ݕ൫(−2ݖଶݕ − ଶ൯ݔ(1 + ݔ൫(2ݖଶݔ + ଶ൯ݕ(1 − ݔଶ൫(2ݕଶݔ −   ൯ݖ(ݕ2

    = ݖଷݕଶݔ2+	ݖଶݕଷݔ2−	ݖଶݕଶݔ+	ݖଶݕଷݔ2+	ݖଶݕଶݔ−	ݖଷݕଶݔ2− = 0 

 وھي قابلة للحل .
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⇒ نعتبر	ݖ	ثابت (2 ݔ݀	ݖଶݕ + ݕ݀	ݖଶݔ = 0 ⇒ ௗ௬
௬మ
= − ௗ௫

௫మ
	⇒ ଵ

௫
+ ଵ

௬
= ܿଵ ⇒ ݑ = ଵ

௫
+ ଵ

௬
 

3) ௗ௨
ௗ௫
= ܲ	ߤ ⇒ ଵ

௫మ
= ଶݕݖ	ߤ ⇒ ߤ		 = − ଵ

௫మ௬మ௭
 

4) ݇ = ܴ	ߤ − ௗ௨
ௗ௭
= ିଵ

௫మ௬మ௭
(ଶݕଶݔ−) + 0 = ଵ

௫
	⇒ 		 ݇ = ଵ

௭
 

⇒ ݑ݀	 + ݖ݀	݇ = 0	 ⇒ ݑ݀	 + ଵ
௭
ݖ݀ = 0 ⇒ ݑ + |ݖ|	݈݊ = ܿଶ  

ଵ
௫
+ ଵ

௬
+ |ݖ|݈݊ = ܿଶ   وھو الحل العام 

  تمرين :

ݔ݀ݕ + ݕ݀ݔ + ௫௬
ଵି௭

ݖ݀	 = 0   

  خاصة :حالات 

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ݂⃗	ݐ݋ݎ (1 = 0ሬ⃗    

  شرح الحل عن طریق المثال 

  مثال :

ݔ݀	ݖଶݕ + ݕ݀	ݖଶݔ − ݖ݀	ଶݕଶݔ = 0   

  مثلاً :

ݔ݀	ݕ + ݕ݀	ݔ + ݖ݀	ݖ = 0   

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ݂⃗	ݐ݋ݎ = ተ
ଓ⃗ ଔ⃗ ሬ݇⃗
డ
డ௫

డ
డ௬

డ
డ௭

ݕ ݔ ݖ

ተ = 0ሬ⃗   

⇒ Ψ = ݕݔ + ଵ
ଶ
   ଶݖ

  إذا وجدت من حد آخر)) ݕݔ2أو نكتب  ݕݔ((لا نكرر 

2) a) ܲ(ݔ)	݀ݔ + ݕ݀	(ݕ)ܳ + ݖ݀	(ݖ)ܴ = 0  : 

ݔ݀	(ݔ)ܲ∫	⇒ + ݕ݀	(ݕ)ܳ∫ + ݖ݀	(ݖ)ܴ∫ = ܿ  

 b) ܲ(ݕ, ݔ݀	(ݖ + ,ݔ)ܳ ݕ݀	(ݖ + ,ݔ)ܴ ݖ݀	(ݕ = 0  

,ݔ)نتأكد من قابلیة الحل ثم نقسم على  ,ݕ   (a)ترجع الى الحالة  (ݖ
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  مثال : 

ݔ݀	ݖݕ + ݕ݀	ݖݔ2 − ݖ݀	ݕݔ3 = 0   

݂⃗بالحل نجد أن  × ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ݂⃗	ݐ݋ݎ = 0ሬ⃗  فنجد  ݖݕݔفنقسم على  

ଵ
௫
ݔ݀ + ଶ

௬
ݕ݀ − ଷ

௭
ݖ݀ = 0	 ⇒ |ݔ|݈݊		 + |ݕ|2݈݊ − |ݖ|3݈݊ = ܿ ⇒ ݈݊ ቚ௫.௬

మ

௭య
ቚ = ܿ ⇒ ௫.௬మ

௭య
= ܿଶ	   

,ݔ)ܲ (3 ݔ݀	(ݕ + ,ݔ)ܳ ݕ݀(ݕ + ݖ݀	(ݖ)ܴ = 0 : 

ܿ = Ψ(ݔ, (ݕ + ∫ ݖ݀	(ݖ)ܴ = ,ݔ)߮ ,ݕ   (ݖ

ݔ݀	ݖݔଶݕ                   مثال : + ݕ݀	ݖݕଶݔ − ݖ݀ = 0   

݂⃗بالحل نجد أن   × ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ݂⃗	ݐ݋ݎ = 0ሬ⃗   ݖأي قابلة للحل فنقسم على  

ݔ݀	ݔଶݕ + ݕ݀	ݕଶݔ − ௗ௭
௭
= 0		 ⇒ 			௬

మ௫మ

ଶ
− |ݖ|݈݊ = ܿ   

  تمارين : 

)1  ((cos ݔ + ݁௫ݔ݀(ݕ + (݁௫ + ݁௬ݕ݀(ݖ + ݁௬	݀ݖ = 0  

ݔ݀	ݖݕ)  2( + ݕ݀	ݖݔ + ݖ݀	ݕݔ = 0  

  الحلول النهائية :

  )1  ( ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ݂⃗	ݐ݋ݎ = 0ሬ⃗ 	⇒ 	 sin ݔ + ݁௫ݕ + ݁௬ݖ = ܿ 

  )2  ( ݖݕݔ = ܿ 

  قرر .الم ىانته

 مع تمنياتي لكم بالنجاح

  إعداد : أيهم عبد الرحمن 


